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Predstavljen je model statističnega popisa površin s spektralnimi momenti, s katerim
lahko določimo nekatere lastnosti površine, kot so gostota vršičkov, radij zaokrožitve
vršičkov in standardna deviacija njihovih vǐsin. Z metodo spektralnih momentov sta
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The statistical method of rough surface analysis using spectral moments is presented,
with which topography parameters such as asperity density, summit radius and stan-
dard deviation of asperity heights of the surface can be calculated. Two engineering




Kazalo slik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . viii
Kazalo preglednic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix
Seznam uporabljenih simbolov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x
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2.3.1 Indeks plastičnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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3.2 Preračuni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Preglednica 4.1: Izračunane vrednosti spektralnih momentov za površino 1
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−1 gostota prehodov ničle
Deks m
−1 gostota ekstremov
E Pa modul elastičnosti
E∗ Pa ekvivalenten modul elastičnosti
FN N normalna sila




K merilo sploščenosti (ang. kurtosis)
k m−1 valovno število
L m dolžina profila
m m srednja linija profila
mi−j,j spektralni momenti površine
miθ0 spektralni momenti profila
m0 m
2 ničti spektralni moment
m2 drugi spektralni moment
m4 m
−2 četrti spektralni moment
n število kontaktov
N celotno število vršičkov
P spektralna gostota moči
R avtokorelacijska funkcija
Rq m srednji kvadratni odstopek profila
Sa m srednji aritmetični odstopek površine
Sk merilo nesimetričnosti (ang. skewmess)
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η m−2 površinska gostota vršičkov
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ρ m radij zaokrožitve vršičkov
σ m standardna deviacija vǐsin površine













PSD spektralna gostota moči (ang. Power Spectral Density)
RMS srednja kvadratna vrednost (ang. Root Mean Square)





Površine imajo pomembno vlogo v mnogih inženirskih in drugih panogah, kjer imamo
opravka s kontaktom različnih strojnih elementov. Ključne pri tem so različne ne-
pravilnosti površin tako na makro- kot na mikrogeometrijskem nivoju. Topografija
površine vsebuje lastnosti, kot so hrapavost, valovitost, usmerjenost, oblika in različne
neželene napake (luknje, razpoke, praske ipd.). Te lastnosti so skoraj vedno rezultat
izdelovalnega procesa in vplivajo na različne kontaktne pojave, kot so trenje, obraba,
mazanje, adhezija, električna in toplotna prevodnost ter posledično na funkcionalnost
in življenjsko dobo strojnih elementov v kontaktu. Slabo poznavanje lastnosti površin
pa ima lahko tudi izjemne ekonomske posledice. Da bi lahko čim natančneje napovedali
lastnosti hrapavih površin, so se v zadnjem stoletju razvili različni statistični in deter-
ministični modeli, vsi s svojimi prednostmi in slabostmi. Kljub večji natančnosti deter-
ministični modeli zahtevajo meritve celotne površine in obsežne numerične preračune.
Eden prvih statističnih modelov, ki je dobro opisal razmere v kontaktu dveh površin,
je Greenwood-Williamsonov model, ki kot vhodne parametre zahteva gostoto vršičkov,
radij zaokrožitve vršičkov in standardno deviacijo njihovih vǐsin. Te parametre lahko
določimo s stohastičnim modelom spektralnih momentov, ki temelji na ugotovitvi, da
lahko izotropne Gaussove površine statistično popǐsemo na podlagi njihove gostote
verjetnosti vǐsin vršičkov in avtokorelacijske funkcije.
1.2 Cilji naloge
Cilj naloge je raziskati metodo statističnega popisa izotropnih Gaussovih površin s spek-
tralnimi momenti. Opisali bomo teoretične osnove izpeljave in določevanja spektralnih
momentov ter njihove prednosti in slabosti. Omenili bomo razširitev teorije spektral-
nih momentov na anizotropne površine. Predstavili bomo Greenwood-Williamsonov
model s spektralnimi momenti kot način za izračun njegovih vhodnih parametrov. Na
koncu bomo s spektralnimi momenti poskušali popisati realne inženirske površine in
rezultate primerjati z determinističnimi modeli.
1
2 Teoretične osnove in pregled
literature
2.1 Statistična karakterizacija topografije hrapavih
površin
Na mikroskopskem nivoju so vse realne površine hrapave. Njihova topografije je se-
stavljena iz mnogih visokih in nizkih področji različnih dimenzij, imenovanih vršički in
doline. Večina inženirskih površin ima topografijo sestavljeno iz kombinacije naključne
in deterministične (periodične) hrapavosti. Vǐsine vršičkov so naključne narave in jih
lahko predstavimo s pomočjo gostote verjetnosti. Če vǐsino vršička obravnavamo kot
dvodimenzionalno naključno spremenljivko, lahko z uporabo teorije naključnih pojavov
pridobimo nekatere statistične lastnosti površine.
2.2 Spektralni momenti
Leta 1971 je Nayak [1] na podlagi ugotovitev Longuet-Higginsa [2, 3], ki je s pomočjo
teorije naključnih pojavov poskušal popisati morske valove in površine oceanov, razvil
statistični model za popis hrapavih inženirskih površin. Model temelji na izračunu
vrednosti, imenovanih spektralni momenti. V svoji izpeljavi se je omejil na naključne
homogene izotropne Gaussove površine.
2.2.1 Izpeljava spektralnih momentov
Nayak [1] je predpostavil, da lahko hrapave površine obravnavamo kot stacionarne
dvodimenzionalne Gaussove naključne procese. Topografijo naključne tridimenzionalne
hrapave površine opǐsemo kot zvezno in odvedljivo funkcijo z(x, y), ki jo lahko zapǐsemo




cn cos(xkx + yky + ϵn) (2.1)
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Funkcija z(x, y) predstavlja vǐsino hrapave površine nad referenčno površino, kjer je z
v skladu z Gaussovo porazdelitvijo naključna vrednost pri kartezičnih koordinatah x in
y referenčne površine. kx in ky sta komponenti valovnega vektorja k, katerega velikost
je 2π
λ
in kaže v smeri širjenja valovanja. Kot referenčno površino predpostavimo srednjo
ravnino obravnavane hrapave površine. Amplituda cn, komponenti valovnega vektorja
kx in ky ter faza ϵn so slučajne spremenljivke. Faza ϵn ima enakomerno porazdelitev
verjetnosti, da leži na intervalu [0, 2π].
2.2.1.1 Avtokorelacijska funkcija
Predpostavimo, da je hrapava površina homogena, kar pomeni, da se njen statistični
popis ne spreminja glede na lego vzdolž površine. Tako lahko povežemo statistične
značilnosti površine s spektralnimi momenti moči površine. Definiramo avtokorela-
cijsko funkcijo hrapave površine:









z(x1, y1)z(x1 + x, y1 + y)dx1dy1 (2.2)
kjer sta
L1, L2 = dolžini profila površine vzdolž koordinatnih osi.
Avtokorelacijska funkcija nam pove, kako se korelacija poljubnih dveh vrednosti signala
spreminja z njihovim razmikom, ali bolj preprosto povedano, primerja signal samega s
sabo.
2.2.1.2 Spektralna gostota moči
Spektralna gostota moči ali PSD (ang. Power Spectral Density) je definirana kot Fou-
rierova transformacija avtokorelacijske funkcije, če je njena absolutna vrednost integra-
bilna. Spektralna gostota moči opisuje, kako je porazdeljena varianca vǐsin površine kot
funkcija valovnega števila. Z njo lahko identificiramo periodične značilnosti površine
in grafično prikažemo, kako so te značilnosti porazdeljene.





R(x, y) exp [−i(xkx + yky)] dxdy (2.3)




P (kx, ky) exp [i(xkx + yky)] dkxdky (2.4)
Enačbi 2.2 in 2.3 prevedemo iz kartezičnih v polarne koordinate in če je površina izotro-
pna, je avtokorelacijska funkcija profila Rθ0 odvisna samo od razdalje do koordinatnega
3
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izhodǐsča r =
√︁
x2 + y2 in neodvisna od polarnega kota θ = tan−1(x
y
). Avtokorelacijska







z(r1)z(r1 + r)dr1 (2.5)







Rθ0(r) exp [−ik′r] dr (2.6)
2.2.1.3 Povezava med spektralno gostoto moči profila in površine












2.2.1.4 Momenti spektralne gostote moči
Spektralna gostota moči vsebuje informacije o obnašanju naključnega procesa. Njeno
obliko lahko opǐsemo s pomočjo njenih momentov. Na podlagi spektralne gostote moči
















i = 0, 1, 2, . . . , N
j = 0, 1, 2, . . . , i








i−j θ sinj θ (2.10)
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Ker je spektralna gostota moči simetrična funkcija, so vsi lihi spektralni momenti enaki
nič. Za izotropne površine je spektralna gostota moči enaka v vseh smereh površine,
kar pomeni, da so splošne statistične lastnosti površine neodvisne od smeri merjenja.
Veljajo naslednje poenostavitve:
m00 = m0 (2.12)
m11 = m13 = m31 = 0 (2.13)
m20 = m02 = m2 (2.14)
m40 = m04 = 3m22 = m4 (2.15)
Iz zgornjih enačb je razvidno, da v primeru statističnega popisa izotropnih homogenih
Gaussovih površin zadostujejo trije spektralni momenti: ničti m0, drugi m2 in četrti
spektralni moment m4. Ker so lastnosti izotropne površine neodvisne od smeri mer-
jenja, jih lahko statistično popǐsemo na podlagi samo enega poljubnega profila in ne
celotne površine. Časi izvajanja meritev in obdelave podatkov se nam zaradi tega
močno skraǰsajo, postopki pa poenostavijo.
2.2.2 Fizikalni pomen spektralnih momentov
McCool [4] je spektralne momente PSD profila definiral na naslednji način: m0 je enak
kvadratu srednjega kvadratnega odstopka oz. varianci profila σ2 = R2q = RMS
2, m2






















kjer je z(x) profil poljubnega preseka ekvivalentne tridimenzionalne površine. Opera-
tor E[ ] pomeni v teoriji verjetnosti in statistiki pričakovano oz. povprečno vrednost
spremenljivke, ki se pričakjue po večkratni ponovitvi poskusa [5].
Na podlagi zgornjih spektralnih momentov je mogoče izraziti nekatere lastnosti hra-
pave površine, ki so osnova za nadaljnje izračune drugih površinskih lastnosti. To
so površinska gostota vršičkov η, standardna deviacija verjetnosti porazdelitve vǐsin
5
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kjer je α parameter pasovne širine.
2.2.2.1 Parameter pasovne širine
Parameter pasovne širine α (ang. bandwidth parameter) je odvisen od oblike in obsega
PSD površine. Njegova vrednost za naključne izotropne površine leži na intervalu





Večji α pomeni bolj sploščen spekter (površine imajo hrapavost kraǰsih valovnih dolžin).
Ko se α približuje 1,5, spekter postane ožji, in obratno, ko se α približuje ∞, postane
širši (slika 2.1). Bolj kot se α približuje ∞, bližje je porazdelitev verjetnosti vǐsin
vršičkov porazdelitvi verjetnosti vseh vǐsin površine. Prav tako postane ukrivljenost
vršičkov neodvisna od njihove vǐsine in se približuje konstantni vrednosti. V drugi
skrajnosti, ko se α približuje vrednosti 1,5, porazdelitev verjetnosti vǐsin vršičkov očitno
ni Gaussova, ukrivljenosti vǐsjih vršičkov pa postanejo ostreǰse od ukrivljenosti nižjih
vršičkov [6].
Slika 2.1: Gostota verjetnosti vǐsin vršičkov pri različnih vrednostih parametra
pasovne širine α. [1]
6
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Kot funkcijo parametra pasovne širine α je možno izraziti merilo nesimetričnosti Sk
(ang. skewness) in merilo sploščenosti K (ang. kurtosis) porazdelitve verjetnosti vǐsin
vršičkov. Porazdelitev se približuje Gaussovi, če je α ≥ 3. V tem primeru se Sk






29,6088α2 − 53,1069α + 24,4882
π2(α− 0,8968)2
(2.24)
2.2.3 Določevanje spektralnih momentov
Prvi in drugi spektralni moment izmerimo iz profila hrapavosti preko srednjega kva-
dratnega odstopka Rq =
√
m0 in srednjega kvadratnega naklona ∆q =
√
m2. Medtem
ko je določitev m0 enostavna in je Rq eden običajnih izhodnih signalov konvencional-
nih merilnikov profilov, povzroča meritev m2 več praktičnih težav, kot sta procesiranje
signala in izbira intervala vzorčenja. S prevelikim intervalom vzorčenja bomo dobili ne-
uporabne meritve naklona profila, če bo interval premajhen, pa bo izmerjen naklon ali
nič ali pa zelo velik. Neposrednih meritev m4 konvencionalne profilometrične naprave
ne omogočajo [4, 8].
Izračun spektralnih momentov vǐsjega reda je možen na več različnih načinov. Prvi
način je, da spektralne moment izračunamo direktno iz definicije spektralne gostote
moči (enačbi 2.8 in 2.9), kar je nepraktično in zelo zamudno.
Drugi način, ki sta ga predlagala Lonquet-Higgins [2] in kasneje Nayak [1], je izračun
m2 in m4 preko gostote prehoda ničle D0, to je število prehodov profila preko svoje
lastne srednje linije na enoto dolžine, in gostote ekstremov Deks, to je število lokalnih















Če torej lahko preštejemo število vrhov, dolin in prehodov preko srednje linije profila,














McCool [8] v svojem delu predstavi metodo za izračun spektralnih momentov glede na
poznan spekter profila s(f) in izmerjeni vrednosti Rq in ∆q.
Nazadnje lahko, če imamo izmerjeno topografijo površine v diskretnih točkah s kon-
stantnim intervalom vzorčenja, momente vǐsjega reda izračunamo numerično. Odvode
definirane v enačbah 2.16 do 2.18 lahko aproksimiramo z uporabo različnih diferenčnih
shem. Tomanik in sodelavci [9] so primerjali različne metode numeričnega odvajanja za
določitev spektralnih momentov. Ugotovili so, da vse metode dobro ocenijo m2 glede
na izmerjen ∆q, medtem ko so ocene m4 močno variirale glede na izbrano metodo.
7
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2.2.4 Razširitev na anizotropne površine
V realnosti lahko le redkokdaj obravnavamo inženirske površine kot izotropne. Obde-
lovalni procesi, kot so struženje, frezanje, brušenje ipd. ponavadi ustvarijo površino,
katere vršički in doline so usmerjeni glede na vrsto, način in smer premikanja obdelo-
valnega orodja. Model spektralnih momentov je mogoče razširiti tudi na anizotropne
površine, kjer se m0, m2 in m4 posplošijo na devet vrednosti: m00, m20, m02, m11, m13,
m31, m22, m40 in m04, imenovanih bispektralni momenti. V tem primeru ne moremo
narediti poenostavitve pri enačbah 2.10 do 2.15, ki predpostavljajo izotropnost. Vre-
dnost m0(θ) = m00 je teoretično še vedno neodvisna od smeri merjenja. Spektralne
momente površine drugega reda m20, m11 in m02 dobimo iz treh momentov profila









⎡⎣cos2 θ1 2 sin θ1 cos θ1 sin2 θ1cos2 θ2 2 sin θ2 cos θ2 sin2 θ2
cos2 θ3 2 sin θ3 cos θ3 sin
2 θ3
⎤⎦
m20 = varianca naklona površine v smeri θ1
m02 = varianca naklona površine v smeri θ2
m11 = kovarianca med zgornjima naklonoma površine
Podobno dobimo spektralne momente površine četrtega reda m40, m31, m22, m13 in

















cos4 θ1 4 sin θ1 cos
3 θ1 6 sin
2 θ1 cos
2 θ1 4 sin
3 θ1 cos θ1 sin
4 θ1
cos4 θ2 4 sin θ2 cos
3 θ2 6 sin
2 θ2 cos
2 θ2 4 sin
3 θ2 cos θ2 sin
4 θ2
cos4 θ3 4 sin θ3 cos
3 θ3 6 sin
2 θ3 cos
2 θ3 4 sin
3 θ3 cos θ3 sin
4 θ3
cos4 θ4 4 sin θ4 cos
3 θ4 6 sin
2 θ4 cos
2 θ4 4 sin
3 θ4 cos θ4 sin
4 θ4
cos4 θ5 4 sin θ5 cos
3 θ5 6 sin
2 θ5 cos
2 θ5 4 sin
3 θ5 cos θ5 sin
4 θ5
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
m40,m04 = varianci ukrivljenosti površine v dveh pravokotnih si smereh
m22 = kovarianca med zgornjima dvema ukrivljenostma površine
m31,m13 = uteženi kovarianci v dveh pravokotnih si smereh med zgornjima
ukrivljenostma površine:
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Če je površina anizotropna, so njene statistične značilnosti, kot so avtokorelacijska
funkcija, spektralna gostota moči in spektralni momenti, odvisne od azimutnega kota
θ in imajo nekatere lastnosti rotacijske simetrije. Če je tudi Gaussova, površina pridobi
dodatno simetrijo. Nayak [11] je pokazal, da obstaja za določitev sodih spektralnih mo-
mentovmi−j,j do četrtega reda sedem rotacijskih invariantnih kombinacij (so neodvisne
od orientacije koordinatnega sistema), ki jih lahko določimo iz petih nevzporednih pro-
filov. Te invariante so:
I1 = m00 (2.33)
I2 = (m02 +m20) (2.34)
I3 = (m20m02 −m211) (2.35)
I4 = (m40 + 2m22 +m04) (2.36)
I5 = 2(m40m04 − 4m13m31 + 3m222) (2.37)
I6 = (m40 +m22)(m04 +m22)− (m31 +m13)2 (2.38)
I7 = m40(m22m04 −m213)−m31(m31m04 −m13m22) +m22(m13m31 −m222) (2.39)
McCool [4] je v svojem delu predpostavil, da je smer θ = θp, kjer je m2 maksimalen,
pravokotna na smer raz površinske hrapavosti, če jih le ta ima. Ta smer se imenuje
načelna smer. V smeri pravokotno na načelno smer je m2 minimalen. Če merimo kot
θ glede na načelno smer θp potem velja:
m2(0) = (m2)max = m20 (2.40)
m2(π/2) = (m2)min = m02 (2.41)
in
m4(0) = m40 (2.42)
m4(π/2) = m04 (2.43)
Sayles in Thomas [12] sta obravnavo anizotropnih površin poenostavila na pristop,
imenovan eliptična anizotropija, ki velja za brušene in podobne površine. V tem pri-
meru izračunamo ekvivalentne spektralne momente, ki jih lahko nato dalje uporabimo







Z uporabo takšnega modela lahko anizotropne površine popǐsemo na podlagi vsaj dveh
pravokotnih si profilov.
9
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2.3 Greenwood–Williamsonov model
J. A. Greenwood in J. B. P. Williamson [13] sta leta 1966 razvila enega prvih sta-
tističnih mikrokontaktnih modelov hrapavih površin, ki se zaradi svoje enostavnosti
in relativne natančnosti, v primerjavi z drugimi, bolj celovitimi modeli, uporablja še
danes. Model je po svojih avtorjih dobil ime Greenwood–Williamsonov (GW) model
in opisuje kontakt dveh elastičnih površin, katerih ena je hrapava, druga pa idealno
gladka. Da bi poenostavila pogoje kontakta dveh površin, sta avtorja v GW modelu
predvidela naslednje predpostavke [14]:
– hrapava površina je prekrita z vršički, katerih vrhovi so sferične oblike z enakim
radijem ρ ne glede na njihovo vǐsino,
– ti vršički se deformirajo elastično skladno s Hertzovo teorijo,
– vǐsine vršičkov zs so porazdeljene v skladu z normalno (Gaussovo) porazdelitvijo s
standardno deviacijo σs,
– deformirajo se samo vršički,
– obremenitev je dovolj majhna, da se vršički prosto deformirajo (obremenitev, ki jo
prenašajo, je odvisna od njihove lastne vǐsine in ne od sosednjih vršičkov),
– vršički se deformirajo največ do srednje linije vǐsin vršičkov,
– površine so izotropne,
– zanemarimo vpliv adhezije.
Kljub velikemu številu omejitev in predpostavk se je GW model uveljavil kot osnova,
na kateri so v kasneǰsih letih mnogi razvijali nove in popolneǰse kontaktne modele. GW
model so nadgradili, da je upošteval tudi vršičke z različnimi radiji ukrivljenosti [15],
elasto-plastičen režim deformacije vršičkov [16], asimetrično Weibullovo porazdelitev
vǐsin vršičkov namesto normalne porazdelitve in vpliv premaza kostantne debeline [17],
vpliv adhezije [18,19], električno prevodnost [20] itd. V nadaljevanju bomo obravnavali
osnoven nespremenjen GW model.
Slika 2.2: Kontakt hrapave z idealno gladko površino po GW modelu in pripadajoče
vrednosti.
Srednja linija vrhov leži nad srednjo linijo profila m hrapave površine za razdaljo zs,
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Greenwood in Williamson [13] sta podala rešitev za vǐsine vršičkov zs, ki so normalno
porazdeljene (enačba 2.47) ali eksponentno porazdeljene (enačba 2.48). Eksponentna
porazdelitev dobro aproksimira zgornjih 25 % površinskih neravnin, vendar podaja
normalna porazdelitev rešitve, ki se bolje skladajo z eksperimentalnimi meritvami in





















Razdalja med srednjo linijo vrhov hrapave površine in idealno gladke površine je d.
Tako je verjetnost, da je naključen vršiček v kontaktu z idealno gladko površino, enaka
verjetnosti, da je vršiček vǐsji od d:









kjer je An nominalna kontaktna površina. Če je vršiček z vǐsino zs na razdalji d med
površinama v kontaktu, se bo deformiral za vrednost w = zs − d. Pričakovano realno
kontaktno površino Ar lahko tako ob predpostavki, da se posamezen vršiček deformira





























Ei = modul elastičnosti posamezne površine
νi = Poissonovo število posamezne površine
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) (integral je potrebno izračunati numerično ali pridobiti tabe-
lirane vrednosti v npr. [4]), lahko na brezdimenzijski razdalji t = d
σs
hrapave površine






















V enačbi 2.56 in 2.57 vstavimo površinske parametre, ki smo jih definirali s spektralnimi
momenti (enačbe 2.19 do 2.20). Po preureditvi in normiranju na nominalno površino















Vidimo, da je GW model popolnoma definiran, če poznamo tri vrednosti hrapave
površine, ki jih lahko v primeru izotropne Gaussove površine definiramo s pomočjo
treh spektralnih momentov (2.2.2 Fizikalni pomen spektralnih momentov): površinska
gostota vršičkov η, standardno deviacijo verjetnosti porazdelitve vǐsin vršičkov σs in
radij zaokrožitve predpostavljenih sferičnih vršičkov ρ.
2.3.1 Indeks plastičnosti
Ker GW model v originalu predpostavlja samo elastičen in ne tudi plastičen kontakt
vršičkov, sta Greenwood in Williamson [13] definirala indeks plastičnosti. To je kriterij,
ki definira, ali je kontakt površine večinoma elastičen, plastičen ali kombinacija obeh.























H = trdota mehkeǰsega materiala
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Glede na vrednost indeksa plastičnosti so definirana področja vrste deformacije vršičkov:
ψ < 0,6 −→ predvsem elastična deformacija vršičkov
0,6 < ψ < 1 −→ vmesno področje
ψ > 1 −→ predvsem plastična deformacija vršičkov
2.3.2 Ekvivalnentna površina
V realnosti seveda nimamo opravka s kontaktom hrapave in idealno gladke površine,
kot to predpostavlja GW model. Zato potrebujemo način, da pretvorimo kontakt
dveh hrapavih površin v obliko, ki jo bomo lahko uporabili v GW modelu. McCool
[4] ugotavlja, da kontakt dveh hrapavih površin lahko nadomestimo z ekvivalentnim
kontaktom hrapave in idealno gladke površine. Če poznamo vrednosti m0, m2 in m4
vsake od obravnavanih površin v kontaktu, lahko na sledeč način izračunamo spektralne
momente ekvivalentne hrapave površine:
(m0)e = (m0)1 + (m0)2 (2.61)
(m2)e = (m2)1 + (m2)2 (2.62)
(m4)e = (m4)1 + (m4)2 (2.63)
Slika 2.3: Ekvivalentna površina.
Ekvivalentno površinsko gostoto vršičkov, standardno deviacijo vrhov in radij zao-
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2.4 Deterministični modeli
Statistični modeli so močno omejeni s predpostavkami, upoštevajo pa samo povprečni
statistični profil in ne morebitnih posebnosti površine (luknje, razpoke, visoki vr-
hovi ipd.). Zato z uporabo statističnih modelov nikoli ne dobimo dejanskih lastnosti
površine. Topografske parametre lahko določimo tudi z determinističnimi modeli iden-
tifikacije posameznih vrhov (SID) kot lokalnih maksimumov dejanske površine. Pri
takšnih modelih je ključnega pomena definicija, kaj je vršiček. Za ta namen se upora-
blja različneN -točkovne kriterije. Točka na površini je definirana kot vršiček, če je vǐsja
od (N − 1) najbližjih sosednjih točk. Najpogosteje uporabljena sta 5- in 9-točkovna
kriterija (slika 2.4), najbolj točen pa je 9-točkovni kriterij [23,24]. Z determinističnimi
modeli lahko tako dobimo bolj realne rezultate kot pri statističnih modelih, vendar























Slika 2.4: Identifikacija vršička z deterministično metodo SID.
2.4.1 Primerjava determinističnih modelov s spektralnimi mo-
menti
Pawar in sodelavci [25] so analizirali elastični kontakt dveh računalnǐsko generiranih
hrapavih površin. Topografske parametre GW modela, dobljene preko spektralnih mo-
mentov, so primerjali s deterministično SID metodo na podlagi 9-točkovnega kriterija.
Ugotovili so, da se topografski parametri močno razlikujejo glede na izbran prečni
prerez površine za izračun spektralnih momentov, kar so pripisali različnim gostotam
vršičkov glede na prečni prerez. Gostota vršičkov je predstavljala tudi največje odsto-
panje metode spektralnih momentov od determinističnega modela. Kot alternativno
rešitev so predlagali izračun površinskih parametrov glede na povprečje spektralnih
momentov, izmerjenih na večjem številu prečnih prerezov površine. Kasneje so Kalin
in sodelavci [23] s pomočjo metode spektralnih momentov analizirali realne inženirske
površine različnih hrapavosti (izdelane tako, da so približno izotropne) in primerjali re-
zultate z determinističnim 5- in 9-točkovnim kriterijem. Z metodo spektralnih momen-
tov so izračunali večjo gostoto vršičkov in manǰso standardno deviacijo vǐsin vršičkov




V okviru raziskave bomo analizirali lastnosti dveh realnih hrapavih površin z metodo
spektralnih momentov. Za preverjanje pravilnosti metode bomo rezultate primerjali z
determinističnima modeloma identifikacije vršičkov.
3.1 Meritve
Z optičnim mikroskopom (Bruker Contour GT-K0) smo na podlagi optične interfe-
rometrije izmerili topografijo dveh vzorcev neznanih površin. Ena površina je bila
relativno gladka (Sa = 1,326 µm), druga pa hrapava (Sa = 5,934 µm). Izmerjenih je
bilo 966 profilov v smeri osi x in 1288 profilov v smeri osi y z intervalom vzorčenja 1 µm
pri 20-kratni povečavi za obe površini. Tako smo dobili podatke o vǐsinah površin na
enakomerno razmaknjenih diskretnih točkah. Površina interferometričnih slik je 1,242
mm2. Topografiji površin sta prikazani na slikah 3.1 in 3.2.




Slika 3.2: Slika topografije površine 1 (Sa = 5,934 µm), pridobljena z optično
interferometrijo.
3.2 Preračuni
Preračune smo izvedli s pomočjo MATLAB programa [26].
3.2.1 Preračuni po metodi spektralnih momentov
Na osnovi izmerjenih interferometričnih podatkov površin smo izračunali spektralne
momente m0, m2 in m4. Za njihov izračun smo uporabili enačbe 2.16 do 2.18. Odvodi
so bili numerično aproksimirani po metodi končnih razlik (MKR) s pretvorbo diferen-
cialnih operatorjev v diferenčne na osnovi centralnih razlik. Najprej smo izračunali
spektralne momente vsakega posameznega profila v x in y smereh. Nato smo za po-
samezno smer izračunali maksimalne, minimalne in povprečne spektralne momente.
Na koncu smo izračunali še njihovo skupno povprečje. Iz izračunanih spektralnih mo-
mentov smo z uporabo enačb 2.19 do 2.20 za posamezno površino izračunani gostoto
vršičkov, standardno deviacija vǐsin vršičkov in radij zaokrožitve vršičkov. Z uporabo
enačbe 2.22 smo za posamezno površino izračunali tudi parameter pasovne širine.
3.2.2 Preračuni determinističnih modelov
Za primerjavo rezultatov, dobljenih z metodo spektralnih momentov, smo parametre
površin izračunali deterministično z metodo SID po 5- in 9- točkovnem kriteriju. Točko
na površini smo identificirali kot vršiček, če je bila vǐsja od štirih oz. osmih sosednjih
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točk (2.4 Deterministični modeli). S štetjem smo tako dobili celotni števili vršičkov
N na posamezni površini. Površinska gostota vršičkov je bila potem izračunana kot
η = N/An, kjer je An nominalna površina. Na podlagi njihovih vǐsin je bila izračunana
standardna deviacija vǐsin vršičkov σs. Za izračun povprečnega radija zaokrožitve
vršičkov smo določili ukrivljenost posameznih vršičkov v vzdolžni in prečni smeri vsake











. Odvodi so numerično aproksimirani na osnovi centralnih
končnih razlik. Kot končna vrednost je vzeta aritmetična sredina vseh zaokrožitev.
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4 Rezultati
V preglednici 4.1 so zbrani rezultati preračunov spektralnih momentov, dobljenih s
postopkom, opisanim v poglavju 3. Tabela je razdeljena na dva dela, kjer površina 1
predstavlja rezultate za bolj gladko površino (Sa = 1,326 µm), površina 2 pa za bolj
hrapavo površino (Sa = 5,934 µm). V preglednici 4.2 so zbrani rezultati preračunov
gostote vršičkov η, standardne deviacije vǐsin vršičkov σs, radija zaokrožitve vršičkov ρ
in parametra pasovne širine α za obe površini. Podane so tudi preračunane vrednosti
parametrov z determinističnima modeloma. Parameter pasovne širine za determini-
stična modela ni izračunan, saj za njiju ni relevanten. Rezultati so grafično prikazani
na spodnjih diagramih (slika 4.1).













povp. v x  meri







































Parameter pa ovne širine
*legenda velja za vse štiri diagrame
Slika 4.1: Diagrami izračunanih vrednosti vhodnih GW parametrov in parametra
pasovne širine za površino 1 (Sa = 1,326 µm) in površino 2 (Sa = 5,934 µm).
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Preglednica 4.1: Izračunane vrednosti spektralnih momentov za površino 1 (Sa = 1,326








































































2] 0,54 1,81 0,70 7,02 1,38 2,16 1,77
m2 [·10−5] 2,24 12,03 1,89 13,72 5,40 6,58 5,99
m4 [µm







2] 34,86 103,53 25,79 97,30 59,25 48,35 53,80
m2 [/] 1,44 2,39 0,92 2,43 1,85 1,65 1,75
m4 [µm
−2] 0,95 1,82 0,70 1,87 1,36 1,21 1,28
Preglednica 4.2: Izračunane vrednosti vhodnih GW parametrov in parametra pasovne































































































































































−2 · 10−6] 2,10 4,70 2,29 4,44 3,28 3,62 3,47 2,41 1,61
σs [µm] 0,59 1,21 0,61 2,41 0,96 1,29 1,14 1,69 1,69
ρ [µm·103] 5,59 15,80 5,66 14,60 8,74 7,54 8,07 7,99 7,18







−2 · 10−2] 1,69 2,75 1,78 2,70 2,25 2,24 2,24 1,80 1,25
σs [µm] 5,75 10,00 4,91 9,71 7,55 6,81 7,19 7,65 7,65
ρ [µm] 0,49 0,68 0,49 0,80 0,57 0,61 0,59 0,92 0,80
α [/] 15,98 32,96 21,22 30,80 23,51 21,40 22,52 / /
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5 Diskusija
Iz izračunanih spektralnih momentov v preglednici 4.1 vidimo, da se vrednosti spek-
tralnih momentov lahko močno razlikujejo glede na profil in smer merjenja. Največje
variacije dobimo pri vrednostih spektralnega momenta ničtega reda m0. Te se glede na
minimalne in maksimalne vrednosti v posamezni smeri razlikujejo tudi do okoli 160 %.
Povprečji m0 v x in y smeri se za gladko površino razlikujeta za 44 % in za hrapavo
površino za 20 %. Tako ne moremo trditi, da sta površini izotropni. Razlog za to
je lahko, da bolj gladke površine težje izdelamo tako, da ima izotropne lastnosti [23].
Deterministična modela sta nam podala rezultate (preglednica 4.2), ki se med seboj
relativno dobro ujemajo. 5-točkovni deterministični kriterij za obe površini poda neko-
liko večjo vrednost gostote vršičkov η kot 9-točkovni kriterij. 5-točkovni kriterij lahko
namreč prevoje in sedla površine zazna kot lažne vršičke, zato je v nekaterih primerih,
zaradi bolj stroge definicije vršička, 9-točkovni kriterij natančneǰsi [27]. Posledično, ker
kot vrhove zazna tudi nižje točke, poda 5-točkovni kriterij tudi nekoliko večjo vrednost
radija ukrivljenosti vršičkov ρ kot 9-točkovni kriterij.
5.1 Gostota vršičkov
Gostoti vršičkov, pridobljeni s povprečnimi spektralnimi momenti v x in y smeri, se
za obe površini zelo dobro ujemata. Kljub temu gostota vršičkov, od vseh drugih
izračunanih parametrov, predstavlja največje odstopanje metode spektralnih momen-
tov od determinističnih modelov, tako za prvo kot za drugo površino. Vrednost gostote
vršičkov dobljena iz skupnega povprečja spektralnih momentov za gladko površino, od
9-točkovnega kriterija odstopa kar za 116 % in za hrapavo površino za 79 %. Sklepamo
lahko, da metoda spektralnih momentov postavi nekoliko previsoko oceno realnega
števila vršičkov, kar je še najbolj očitno pri bolj hrapavi površini.
5.2 Standardna deviacija vǐsin vršičkov in radij ukri-
vljenosti vršičkov
Spektralni momenti za obe površini relativno dobro ocenijo σs in ρ. S spektralnimi
momenti smo ocenili radij zaokrožitve vršičkov nekoliko bolje za gladko kot za hra-
pavo površino, standardno deviacijo njihovih vǐsin pa bolje za hrapavo kot za gladko
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površino. Standardna deviacija vǐsin vršičkov, izračunana iz skupnega povprečja spek-
tralnih momentov gladke površine, je za tretjino manǰsa od standardne deviacije do-
bljene z 9-točkovnim kriterijem. Za bolj hrapavo površino se standardna deviacija,
izračunana s spektralnimi momenti, dobro ujema z determinističnimi modeli.
5.3 Parameter pasovne širine
Skupni povprečji parametra pasovne širine α sta za obe površini večji od 3, zato ju
lahko smatramo kot približno Gaussovi. Sklepamo lahko, da ima hrapava površina
zaradi večje vrednosti parametra α porazdelitev vǐsin vršičkov bolj podobno Gaussovi
kot gladka površina.
Vidimo, da smo z metodo spektralnih momentov nekoliko bolje ocenili lastnosti hrapave
kot gladke površine. Odstopanja se pojavljajo, ker površini nista izotropni in idealno
Gaussovi, kot to predpostavlja model spektralnih momentov, kar je še posebej očitno
pri bolj gladki površini.
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6 Zaključki
Na podlagi pregleda literature in rezultatov raziskave smo prǐsli do naslednjih ugoto-
vitev in zaključkov:
1. Ugotovili smo, da lahko z metodo spektralnih momentov površinske parametre η,
ρ in σs naključne homogene izotropne Gaussove površine v splošnem statistično
popǐsemo na podlagi najmanj enega profila, anizotropne Gaussove površine pa
na podlagi najmanj petih nevzporednih profilov.
2. Spektralni momenti nam omogočajo izračun vseh treh vhodnih parametrov Green-
wood–Williamsonovega modela: gostoto vršičkov η, radij zaokrožitve vršičkov ρ
in standardno deviacijo vǐsin vršičkov σs.
3. Izmerili smo topografijo dveh površin različnih hrapavosti in izračunali njihove
parametre po metodi spektralnih momentov ter jih primerjali z rezultati, doblje-
nimi z deterministično metodo SID.
4. Ugotovili smo, da z metodo spektralnih momentov nekoliko bolje ocenimo lastno-
sti bolj hrapave kot bolj gladke površine.
Opravljen je bil celovit pregled statistične metode popisa površin z metodo spektralnih
momentov. Ta nam omogoča enostavno in hitro oceno osnovnih parametrov izotro-
pnih Gaussovih površin, ki so ključnega pomena v mehaniki kontakta. S spektralnimi
momenti smo popisali lastnosti realnih inženirskih površin in ugotovili, da podajo re-
lativno dobro oceno njihovih lastnosti.
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